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CLASA a XII-a — Soluţii şi barem orientativ

Problema 1. Fie a, b, c trei numere reale strict pozitive, distincte două
câte două. Să se calculeze

lim
t→∞

∫ t

0

1

(x2 + a2)(x2 + b2)(x2 + c2)
dx.

Soluţie. Din∫ t
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rezultă că∫ t

0

1

(x2 + a2)(x2 + b2)(x2 + c2)
dx =

1

c2 − a2

(∫ t

0

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
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0
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Problema 2. Fie (A,+, ·) un inel cu 9 elemente. Să se arate că următoarele
două afirmaţii sunt echivalente:

(a) Pentru orice x ∈ A \ {0} există a ∈ {−1, 0, 1} şi b ∈ {−1, 1}, astfel
ı̂ncât x2 + ax+ b = 0.

(b) (A,+, ·) este corp.

Soluţie. Arătăm că prima afirmaţie o implică pe a doua. Fie x ∈ A \ {0}
şi a, b cu proprietatea din enunţ. Întrucât ax = xa, rezultă că x(x + a) =
(x+ a)x = −b ∈ {−1, 1}, deci x este inversabil şi prin urmare A este corp.
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Arătăm că a doua afirmaţie o implică pe prima. Întrucât A nu are divizori
ai lui zero şi (1 + 1 + 1)(1 + 1 + 1) = 0, rezultă că 1 + 1 + 1 = 0.
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Fie x ∈ A \ {0}. Dacă x2 = ±1, atunci x2− 1 = 0 sau x2 + 1 = 0, deci x are
proprietatea din enunţ.
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Dacă x2 6= ±1, ţinând cont de faptul că (A∗, ·) este grup cu opt elemente,
rezultă că (x2 − 1)(x2 + 1)(x4 + 1) = x8 − 1 = 0, deci x4 + 1 = 0. Întrucât
x4 + 1 = x4 + 4 = (x2 + 2)2 − (2x)2 = (x2 − 2x + 2)(x2 + 2x + 2) =
(x2 + x− 1)(x2 − x− 1), rezultă că x2 + x− 1 = 0 sau x2 − x− 1 = 0.
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Problema 3. Fie G un grup finit cu n elemente şi e elementul său neu-
tru. Să se determine toate funcţiile f : G → N∗ care ı̂ndeplinesc simultan
următoarele două condiţii:

(a) f(x) = 1 dacă şi numai dacă x = e ; şi

(b) f(xk) = f(x)/(f(x), k), pentru orice divizor natural k al lui n, unde
(r, s) este cel mai mare divizor comun al numerelor naturale r şi s.

Soluţie. Fie x un element al lui G şi ordx ordinul său. Întrucât ordx divide
pe n, rezultă că 1 = f(e) = f(xordx) = f(x)/(f(x), ordx), deci f(x) este un
divizor al lui ordx.
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Deci f(x) divide pe n, de unde f(xf(x)) = f(x)/(f(x), f(x)) = 1 şi prin
urmare xf(x) = e. Rezultă că ordx este un divizor al lui f(x), deci f(x) =
ordx.
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Reciproc, arătăm că funcţia f : G→ N∗, f(x) = ordx, ı̂ndeplineşte condiţiile
din enunţ. Fie x un element al lui G, m = ordx, k ∈ N∗, p = ordxk şi
d = (m, k). Întrucât (xk)m/d = (xm)k/d = e, rezultă că p divide pe m/d.
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Pe de altă parte, xkp = (xk)p = e, deci m divide pe kp şi prin urmare m/d
divide pe (k/d)p. Numerele m/d şi k/d fiind coprime, rezultă că m/d este
un divizor al lui p, deci p = m/d.
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Problema 4. Fie f : [0, 1] → R o funcţie derivabilă, astfel ı̂ncât f(0) =
f(1) = 0 şi |f ′(x)| ≤ 1, oricare ar fi x ∈ [0, 1]. Să se arate că∣∣∣∣∣

∫ 1

0
f(t) dt

∣∣∣∣∣ < 1/4.
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Soluţie. Fie t ∈ (0, 1). Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei f pe in-
tervalele [0, t] şi [t, 1], rezultă că |f(t)/t| ≤ 1 şi |f(t)/(1 − t)| ≤ 1 , deci
|f(t)| ≤ min(t, 1− t), oricare ar fi t ∈ [0, 1].
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Prin urmare,∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
|f(t)|dt =

∫ 1/2

0
|f(t)| dt+

∫ 1

1/2
|f(t)| dt

≤
∫ 1/2

0
t dt+

∫ 1

1/2
(1− t) dt = 1/4. (∗)
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Egalitatea ı̂n (*) ar forţa |f(t)| = t, pentru 0 ≤ t ≤ 1/2, şi |f(t)| = 1− t

pentru 1/2 ≤ t ≤ 1. Cum f(1/2) = ±1/2 şi f este derivabilă ı̂n 1/2, rezultă
f derivabilă ı̂n 1/2; contradicţie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 punct
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