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CLASA a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie a, b, ¢ trei numere reale strict pozitive, distincte doua
cate doua. Sa se calculeze
t 1

li dz.
0 o (2 +a?)(22 + b2) (22 + 2) v

Solutie. Din
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rezulta ca
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Problema 2. Fie (4, +,-) un inel cu 9 elemente. Sa se arate ca urmatoarele
doua afirmatii sunt echivalente:

(a) Pentru orice z € A\ {0} existd a € {—1,0,1} si b € {—1,1}, astfel
incat 22 +azx +b=0.

(b) (A,+,-) este corp.
Solutie. Aratam ca prima afirmatie o implica pe a doua. Fie x € A\ {0}

si a, b cu proprietatea din enunt,. Intrucat ax = xa, rezulta ca x(x + a) =
(x +a)xr = —b € {—1, 1}, deci z este inversabil gi prin urmare A este corp.

Ariitim ¢ a doua afirmatie o implicd pe prima. Intrucat A nu are divizori
ailuizerogi (1+1+1)(14+1+4+1)=0, rezultaca 1 +1+1=0.
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Fie z € A\ {0}. Daca 2% = +1, atunci 22 — 1 = 0 sau 2 + 1 = 0, deci z are
proprietatea din enunt.

Daca x? # 41, tinand cont de faptul ca (A*,-) este grup cu opt elemente,
rezulti ci (z2 — 1)(z2 + 1)(z? + 1) = 28 — 1 = 0, deci z* +1 = 0. Intrucat
4l =at+4 = (22422 - (22)? = (2> — 22+ 2)(2® + 22 + 2) =
(22 +x—1)(2? -2z —1), rezultici 2’ +r —1=0sau z? — 2 — 1 =0.

Problema 3. Fie G un grup finit cu n elemente si e elementul sau neu-
tru. Sa se determine toate functiile f : G — N* care indeplinesc simultan
urmatoarele doua conditii:

(a) f(x) =1 daca si numai dacd = = e si

(b) f(2*) = f(z)/(f(x),k), pentru orice divizor natural k al lui n, unde
(r,s) este cel mai mare divizor comun al numerelor naturale r si s.

Solutie. Fie z un element al lui G si ord z ordinul sau. Intrucast ord z divide
pe n, rezultd ci 1 = f(e) = f(x°"4®) = f(2)/(f(z),ord z), deci f(z) este un
divizor al lui ord z.

Deci f(z) divide pe n, de unde f(z/®) = f(z)/(f(x), f(z)) = 1 si prin
urmare z/(*) = e. Rezulti ci ord z este un divizor al lui f(z), deci f(z) =
ord z.

Reciproc, aratam ca functia f : G — N*| f(z) = ord x, indeplinegte conditiile
din enunt. Fie z un element al lui G, m = ordx, k € N*, p = ord2* i
d = (m, k). Intrucat (z¥)™/@ = (z™)#/4 = ¢, rezulti ci p divide pe m/d.

Pe de altd parte, 2*P = (;ck)p = e, deci m divide pe kp si prin urmare m/d
divide pe (k/d)p. Numerele m/d si k/d fiind coprime, rezulta ca m/d este
un divizor al lui p, deci p = m/d.

Problema 4. Fie f : [0,1] — R o functie derivabila, astfel incat f(0) =
f(1) =05l |f'(z)| <1, oricare ar fi = € [0, 1]. S& se arate ca

/01 (1) dt

< 1/4.




Solutie. Fie t € (0,1). Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe in-
tervalele [0,t] si [t,1], rezulta ca |[f(¢)/t] < 1si [f(t)/(1 —¢)] < 1, deci
|f(#)] < min(¢,1 —t), oricare ar fi t € [0, 1].

Prin urmare,
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Egalitatea in (*) ar forta |f(t)| = ¢, pentru 0 <t < 1/2,si |[f(t)| =1—1¢
pentru 1/2 <t¢ < 1. Cum f(1/2) = £1/2 si f este derivabila in 1/2, rezulta
f derivabila in 1/2; contradictie. .......... ... ..ol 1 punct



